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Activitats 2.1 1 2.2

Aritmetica del Rellotge

En les activitats 1.1 i 1.2 de la primera sessi6 has apres a xifrar i desxifrar missatges mitjangant un
dels metodes classics de clau simetrica: el xifrat de Cesar.

Una de les caracteristiques, i al mateix temps inconvenient, d’aquest tipus de xifrat és que la
seguretat rau en la clau. Si per qualsevol raé es descobreix la clau n’hi ha prou amb calcular la inversa
perque qualsevol persona puga desxifrar un missatge encara que no vaja adregat a d’ella. A més si una
persona necessita comunicar-se de forma confidencial amb bastants persones el nimero de claus que
li fan falta és molt elevat. Fem un petit calcul:

Si 6 persones es volen comunicar entre si amb un metode simetric, pero de forma que només puguen
desxifrar els missatges per parelles. Quantes claus necessiten?

Cada parella ha de seleccionar una clau diferent. Quantes parelles hi ha?> El nimero de claus
coincideix amb les diferents formes de fer parelles entre 6 persones, i ago és un problema de
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combinatoria molt senzill: =— ==
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1) Isienlloc de 6 n’hi hande parelles?

Pots fer un calcul per coneixer el nimero de claus per a 1000 persones?
I pera 100002
I pera 1000002

Aquestes quantitats et fan una idea de la quantitat de claus diferents que farien falta. Per aixo han
aparegut altres metodes de xifrat que reben el nom de sistemes de clau publica que eviten aquest
problema. Pero per estar al corrent del funcionament d’aquests sistemes cal coneixer alguns resultats
de teoria de nimeros (una de les branques de les matematiques més antigues i alhora molt actual)

Alguns d’aquests resultats estan relacionats amb Daritmetica del rellotge. No penses que aquesta
iniciativa és actual. Una de les primeres contribucions del matematic alemany Karl Friederich Gauss
(1777-1855) va ser la invencié de la calculadora del rellotge. No era una maquina material (no
oblides '¢época que hi va viure), era més bé una idea que aportava noves possibilitats per fer
determinades operacions amb nimeros que eren inabordables amb els metodes de calcul que es feien
servir en aquella epoca.

Segur que estas acostumat a representar els nimeros enters com marques disposades al llarg d’una
recta que s’estén fins l'infinit:

9 -8-76-5-4-3-2-1(012 3 456 7 8 9

Figura 1

L’aritmetica que coneixes es pot imaginar en termes de desplagaments a dreta o esquerra al llarg
d’aquesta recta. Ara vas a treballar amb altra aritmetica que intuitivament el que fa és tallar la recta
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en un determinat punt obtenint d’aquesta forma un segment (finit) i tancar aquesta linia sobre si
mateixa per tal de formar un cercle de nimeros en compte d’una linia.

Per exemple, la figura 2 mostra dos rellotges de 7 i de 12 hores (la recta s’ha tallat en el 7 i en el 12
respectivament i s’ha tancat sobre si mateixa). Si observes les hores comencem a comptar en el 0 i el
nimero 7 (12) s’esborra ja que coincideix amb el 0

10

Rellotge 1: de 7 hores Rellotge 2: de 12 hores

Figura 2

Si anem a treballar amb aquests rellotges els tinics nimeros que podem gastar sén: 0, 1,2, 3, 4,51 6
en el primer i des de O fins 11 en el segon.

Des de molt nen vas aprendre a fer operacions amb nimeros enters. L’operacio 3 + 2 = 5 la pots
simular com un desplagament a la dreta al llarg de la recta dibuixada en la figura 1: 5 és el mateix que
situar-se en el 3 i moure’s al llarg de la recta 2 espais fins arribar al 5 (amb Poperaci6 suma sempre
ens movem cap a la dreta).

Perd en Paritmética del rellotge es treballa d’altra forma, per exemple per al rellotge 1: 5 + 4 = 2 (si
comencem en el 5 i avancem 4 llocs en P'esfera del rellotge arribem al 2). No és rara aquesta forma de
comptar, la fem servir en els rellotges per indicar les hores. Si ara sén les 11 del mati per referir-nos a
4 hores més tard no és habitual que diguem ’hora 15 siné que es més comu dir que seran les 3 de la
tarda. El rellotge és molt semblant al nostre rellotge 2 pero nosaltres comencem a comptar en O i
acabem en 11. Aquesta semblanga és probablement la causa del nom d’aritmetica del rellotge. En
ambits més teorics de les Matematiques rep el nom d’Aritmetica modular.

Igual que hemos treballat amb I’addicié podem també representar el producte. Com interpretem en
el rellotge 2 'operacié: 5 x 7? En aritmetica habitual el resultat seria 35 pero aquesta hora no existeix
en el nostre rellotge. PPero si penses una mica, que significa que passen 35 hores? comengant a
comptar en 0, en la primera volta del rellotge hauran passat 12 hores, en una segona volta altres 12 i
aixi sucessivament, és a dir per a 35 es donen 2 voltes completes al rellotge (24 hores) i encara
queden per recorrer 11 hores, per aixo diem que en aquesta aritmetica 5 x 7 = 11

Per multiplicar aquests dos nimeros no s’han donat massa voltes pero si es van a multiplicar niimeros
grans el metode que acabem de descriure pot ser molt avorrit. Tanmateix existeix d’altra operacié que
vas aprendre en els teus primers anys de formacié matematica que et sera d’ajut en aquest treball. Si
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ara son les 12 en punt, quin hora sera quan passen 357 hores? Cal esbrinar el nimero de voltes
completes i cas de que sobren les que es recorren en I"iltima volta. Com donar el resultat de forma
rapida? Doncs clar, dividint 357 entre 12! El quocient de la divisi6 (29) t’indica el nimero de voltes
completes i el residu de la divisi6 (8) les hores de la darrera volta. Per aixo la resposta a la pregunta
sera 8 hores.

Per tal familiaritzar-te amb aquestes operacions fes servir els rellotges del maleti de I’espia (discos 3 a
6) i pensa quin hora indicara el rellotge si han passat les hores indicades en la primera fila de les
taules:

014711127536 |-8|-13]|-45|-536
Rellotge de 7 hores

Com has resolt els 4 ultims resultats?

0|47 |11|127|536|-8|-13]-45|-536

Rellotge de 12 hores

Agd mateix es pot fer per a un valor qualsevol n i se sol dir que es treballa modul n (recorda que
ganomena aritmeética modular). Per a un valor n determinat, podems considerar el conjunt A=
{possibles hores que es poden presentar} = {0, 1, 2,..., n-1}

Anem a reflexionar un poc més sobre la forma d’operar en aquests conjunts i els avantatges que
tenen. Per saber el valor d’n amb el qual es treballa s’indica (mod n), per exemple per al rellotge 1

3+3=6(mod?7)

També farem servir aquesta representacié per al producte: 6 x 6 =1 (mod 7) (s’han donat 5 voltes
completes i queda 1 hora)

Practica un poc amb la suma:

4+6= (mod 7) -4+6= (mod 7) 8+9+2= (mod 7)
9+11= (mod12) 9+(-11)=  (mod 12) 234+79+11=  (mod 12)
I ara amb el producte:

4x6= (mod 7) (-4)x6= (mod 7) 8x9x2= (mod 7)
9x11= (mod12) 9x(-11)=  (mod 12) 23x79x11=  (mod 12)

Creus que es pot dividir en aquests conjunts? Tot i que treballem amb el conjunt dels nimeros enters
aquesta pregunta no sempre té resposta afirmativa. Per exemple en el conjunt dels nimeros enters no
pots dividir 5 entre 2 mentre que si pots dividir 8 entre 2

Has sentit alguna vegada que la divisié és 'operacié inversa de la multiplicacio? Ago vol dir que
8 1 C e, . .o . . ..

2 = SXZ =2 (dividir és el mateix que multiplicar per I'invers del denominador) pero ja sabem que no

sempre és possible trobar aquest invers.
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Quan els valors de n no sén massa grans resulta interessant reflectir els resultats de les dos operacions
suma i producte en una taula. Completa les dues taules segiients

0|12 3[4|5]|6
0]1]2(3[4]|5]|6
1123

o
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e}
e}
o
o
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Anem a proposar-te un exercici: pots calcular els inversos dels valors 1 a 6 per a un rellotge de 7
hores. Intenta utilitzar la taula anterior per omplir la seglient:

nimero |0 1]|2|3|4|5|6

invers

Pensa el mateix per al rellotge de 12 hores:

nimero |0 112|134 |5(6|7(8]9]10]|11

Invers

I per a un de 5 hores?

nimero |0 1]2]|3|4
Invers

I de 62

nimero |0 |12 3|45
nvers

¢Sabries dir quan un nimero qualsevol a té invers modul n?

Anem a treballar ara amb potencies, sabem que per a 62=6x6=1 (mod 7)

I si ara volem calcular 6° = 6 x 6 x 6 en el matex conjunt? Una possibilitat és multiplicar aquests
valors i calcular el residu de la divisi6 entre 7, pero, se t’acudeix altra idea més comoda?

6x6x6=(6x6)x6=1x6=6(mod?7)

Hem deduit el resultat sense necessitat de multiplicar 6 x 6 x6. Aquesta fou la idea que va tenir
Gauss: podia saber, sense gran esforg, que el resultat d’aquesta operacié donava de residu 6 en
dividir-lo per 7.

Pensa el resultat i explica la forma d’utilitzar el calcul d’un d’aquests valors per al segtient.

6x6x6x6 (mod 7) 6x6x6x6x6= (mod 7)
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6x6x6x6x6x6 = (mod 7) 6x6x6x6x6x6x6 = (mod 7)

La calculadora del rellotge va demostrar que era molt potent per a treballar amb grans nimeros. Per
exemple, sense haver de calcular el valor de 6% la seva calculadora de rellotge li permetia calcular
que era 6 el residu de la divisié entre 7. Pot explicar como s’arriba a aquest resultat?

Els estudis de Gauss envers aquest nou tipus d’aritmetica van revolucionar la matematica de principis
del segle XIX i van ajudar a descobrir noves estructures en els nimeros. Actualment aquesta
aritmetica és necessaria per garantir la seguretat en Internet on s’utilitzen valors de n molt grans, per
exemple serien majors que el nimero d’atoms que hi ha en el mén que nosaltres podem observar.

Anem hi a treballar un poc més amb potencies per al rellotge de 7 hores, és a dir mod 7, tot i que en
la taula s’omet la notacié totes les potencies les has de calcular amb el nostre rellotge

2%= 2= 2= 2= 2%= 25= 20= | 27= | 2%= | 2°= | 2%10= | 2l=
30= 3= 3’= 3°= 3= 3= 3= | 3’= | 3%= |3°= | 3%= | 3ll=s
5%= 5= 5%= 5= 5'= 5°= 5= | 5= | 5%= |5%= | 5% | 5l=
6= 6'= 6°= 6°= 6*= 6°= 6°= | 6= |6°= |6’= |6''= |6''=

Observa els resultats i expressa el que ha passat

Ja Gauss havia utilitzat aquesta propietat per treballar amb nimeros grans pero fins i tot abans que
ell, un altre matematic frances, Pierre de Fermat (1601-1655) havia fet un gran descobriment, el
petit teorema de Fermat treballant amb rellotges que tenien un nimero primer d’hores, que
representarem per p. Per a aquests rellotges, igual que ha passat en el nostre exemple, per a qualsevol
hora a, al calcular a” sempre déna per resultat el propi valor a

Per a p = 5, al calcular les diferents potencies s’obté 2, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 1,... de forma
iterativa, pero si p=13 ix 3,9, 1, 3, 9, 1, 3, 9, 1,... Pagulla del rellotge no es deté en totes les hores
pero ho fa tot seguint un model iteratiu. Utilitzant la notacié de Gauss el petit teorema de Fermat el
podem expressar: per a qualsevol niimero primer p i qualsevol valor a sobre I’esfera del rellotge de p
hores a” = a (mod p).

Posteriorment, altre gran matematic el suis Leonard Euler (1707-1783), va generalitzar el resultat
de Fermat per a rellotges de N hores amb la peculiaritat de que N=pxq on p i q sén dos nimeros
primers.

Aquests dos resultats trobaren aplicacié posteriorment quan en 1978, Ron Rivest, Adi Shamir i Len
Adleman els van rescatar per idear un sistema criptografic, conegut per RSA en el seu honor, i que
pot ser siga el xifrat de clau publica més estes. Si vols saber-ne més envers aquest tema, pots anar-hi a
Parxiu: “Per saber més”
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